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基于协作中继的多元网络乘积码 

淦明，李辉，戴旭初 

(中国科学技术大学 电子工程与信息科学系，安徽 合肥 230027) 

摘  要：相比基于 XOR 的网络编码协作方案，网络乘积编码协作方案是一种更有前景的抗衰落技术，既能明显

地提高误码率性能，又能减少网络中所需要的中继个数。基于协作多址接入场景设计了一种多元网络乘积编码协

作方案，通过深入的理论分析表明所构建的网络乘积码能实现近似高斯权重分布，从而能明显地提高误码纠错率。

仿真结果也验证了该协作方案相比传统网络乘积码能获得更高的误码率性能。 
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Multi-component network product coding for cooperative relaying  

GAN Ming, LI Hui, DAI Xu-chu  
(Department of Electronic Engineering and Information Science, University of Science and Technology of China, Hefei 230027, China) 

Abstract: Network product coding, a promising and anti-fading technology, can not only outperform the conventional 

XOR based network coding scheme in bit error rate performance, but also reduce the number of relays required in the 

network. A multi-component network product coding scheme was designed for cooperative multiple access scenarios. 

Analytical results are developed to show that the constructed network product codes are able to realize asymptotically 

Gaussian weight distribution which is desirable to good error-correcting ability. Simulation results are also provided to 

demonstrate the performance of the proposed scheme. 
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1  引言 

在现代无线通信中，协作中继是通过采集和利

用无线网络中离散分布的节点信息，节点终端间共

享彼此之间的天线，形成虚拟MIMO系统，达到充

分利用频谱、获得分集增益、实现信息分布式传输

与处理的分集技术。由 Ahlswede[1]引入的网络编码

已被成功应用在中继节点上，如文献[2]提到在协作

中继系统中通过充分利用多播传输中信息分组之间

的相关性来获得容量的显著提高，然而基于 XOR的

网络编码稳健性较差，易错误传播并且难以推广到

多用户场景。因此，近来许多研究工作[3～5]的重点转

移到联合设计信道编码和网络编码，文献[5]提出了

一种 LDPC码和网络编码的联合编码，利用编码图

匹配网络拓扑结构图，从而获得高分集增益，大幅

度地提高了误码率性能。 

为了加强错误纠错性能并同时能支持多个用

户，文献[6～10]提出一种网络乘积编码协作方案，

把分布式乘积码应用到协作中继中，它们分别使用

汉明码、BCH码和 LDPC码作为子码，通过相互独

立的路径转发乘积码的不同部分到目的端。另外，

文献[11]提出了中继端转发乘积码的校验软信息到

目的端。然而，这些在目的端构建的全局乘积码的

权重分布远达不到高斯分布。如文献[12～14]指出，

一种码长很长的码字若它权重分布趋近于高斯分

布，则该码字具有良好的误码率性能，文献[15]也
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证实了一种码长很长且码率较高的扩展单奇偶校

验乘积码能获得接近香农极限的误码率性能。因

此，本文基于协作中继场景设计了一种多元网络乘

积码。该方法通过在中继上使用 Turbo技术，并且

对接收到的译码后源信息比特进行高码率编码，使

得在目的端所构建的全局乘积码的权重分布趋近于

高斯分布。因此，目的端接收到的连续信息分组所

形成的全局乘积码是码长很长且纠错能力强的码

字。另外，本文对低复杂度的 Chase II 译码算法[16]

进行了改进，使之能应用于衰落信道上的协作编码

场景。理论分析表明所构造的全局乘积码的权重分

布趋于高斯分布，仿真结果也表明该方法能从空间

上构造纠错能力强的全局乘积码，并且能使得整个

协作系统获得良好的纠错性能。 

2  系统模型 

在如图 1所示的一个无线网络中，协作传输分

2 个时隙完成。第一时隙，多个用户通过正交信道

发送相互独立的数据分组。目的端接收到的信号可

以表示为 

 
图 1  网络拓扑结构 

 
', ', ' ',i d i d i i d

y h x w= +  (1) 

其中， { }' 1,2, , 'i k∈ … 表示发送源序号，
',i d

y 是目的

端接收到的来自于用户 'i 的信号，
'i

x 是用户 'i 发送

的符号，
',i d

w 是均值为 0，方差为 2

sd

σ 的复高斯白噪

声，
',i d

h 是用户 'i 到目的端 d 的信道系数，并假设

所有信道都服从均值为 0，方差为 1 的平坦瑞利分
布。中继接收到的信号

',i r

y 的表达式类似于式(1)，

在这不再赘述。第二时隙，中继对所接收到的信号
进行处理，并转发处理后的信号

r

x 给目的端，目的

端接收的信号为 

 
, , ,r d r d r r d

y h x w= +  (2) 

其中，
,r d

y 为目的端接收到的来自于中继转发的信

号，
,r d

h 为中继到目的端的信道系数，
,r d

w 均值为 0，

方差为 2

rd

σ 的复高斯白噪声。最后，目的端对接收到

的信号
',i d

y 和
,r d

y 进行联合译码。假设接收端已知信

道状态信息(CSI)，而发送端不知道 CSI。并且假设

用户离中继较近，则用户到中继的链路为理想信道。 

3  网络乘积码 

3.1  传统网络乘积码(CNPC) 

协作中继系统分 2个时隙交替完成。第一时隙，

'k 个源通过正交信道发送其信息分组给同一个目的

端，信息分组是由参数为(n, k)系统线性分块码构成。

第二时隙，中继对接收到的信息进行译码，然后按行

来重新排列或交织，形成 'k k× 的矩阵，并且使用参
数为 ( ', ')n k 的系统线性分块码按列进行编码，然后转

发底部 ' 'n k− 行的校验冗余位给目的端。如图 2所示，
目的端接收的信息可以构成 ( , ) ( ', ')n k n k× 的乘积码。

图 2构造的码字是不完全乘积码，使用同样的方法易

拓展到完全乘积码[6,9]。 

 
图 2  网络乘积码结构 

 
3.2  多元网络乘积码(MNPC) 

不同于传统网络乘积编码中仅仅是机械地把

分布式乘积码应用到协作网络中，本文提出的多元

网络乘积码关键在于通过中继使用 Turbo技术对译
码后的源信息比特进行高码率编码。设

i

C ( )0,1i =
是参数为 ( ), ,

i i i

n k d 的系统线性分块码，其中， 0i =

和 1i = 分别表示源端子码序号和中继端子码序号。
设 K为信息序列长度

i

k 的乘积， 0,1i = 。设
j

π ( j =  

1,2, , 1)m −… 为交织器，其长度为未编码的源信息

比特长度。目的端通过接收来自源端的子码
0

C 和来

自于中继端经交织器{ } 1

1

m

j

j

π
−

=
后再编码形成的 m−1

个子码
1

C 的校验比特，从而构成一个 m 元的网络

乘积码，设其为
m

Θ 。图 3 是中继端上的编码器结

构的示意图，其中，
j

a ( )1,2, , 1j m= −… 为使用子

码
1

C 对交织后信息比特高码率编码产生的校验序

列，其长度为 ( )
1 1 1

/n k K k− 。因此该 m元网络乘积
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码
m

Θ 全局码长为 

 ( )0 0 1 1

0 1

1 1

n k n k

N K m

k k

 − −
= + + − 

 
 (3) 

其码率为 

 
( )1 1

0 1

1

1 1

K

R

N m r m r

− −= =
− + + −

 (4) 

其中， /

i i i

r k n= 是子码
i

C 的码率，并且趋近于 1，

0,1i = 。 

 
图 3  中继端上的编码器结构 

设 |

i

i k i

 =
 

G I P ， 0,1i = ，为子码
i

C 的生成矩

阵，其中，
i

k

I 和
i

P 分别为
i i

k k× 单位阵和 (

i i

k n× −  

)

i

k 矩阵。那么源端子码的生成矩阵为 

 
0

=〓
G

'

0

0,

K

k

 ⊗
 

I I P  (5) 

其中，⊗表示Kronecker 积， '

/

i i

k K k= ，
'

i

k

I 是阶数

为 '

i

k 的单位阵。中继端子码的生成矩阵可以表示为 

( ) ( )' '

1 1

1 1 1 1 1

, , ,

K m

k k

−
 = ⊗ ⊗
 

 

〓 …G I M I P M I P  (6) 

其中，
j

M ( )1,2, , 1j m= −… 是对应于交织器
j

π 的置

换矩阵。因此在目的端所构造的 m 元网络乘积码

m

Θ 的全局生成矩阵可以表述为 

 ( ) ( )' '

1 1

0 1 1 1 1

, , ,

m

k k

−
 = ⊗ ⊗
 

 

〓 〓 …G G M I P M I P  (7) 

m元网络乘积码
m

Θ 的全局置换矩阵可以写为 

 

'

0

'

1

'

1

0

T

1 1

T

1 1

k

k

m

k

−

⊗
 

 

⊗
 

=
 

 

 ⊗
 

 

〓
〓

I a

I a M

H

I a M

 (8) 

其中，
i

a 是长度为
i

k 的全 1 向量， 0,1i = 。为了保

持 m个子码的统计独立性，交织器{ } 1

1

m

j

j

π
−

=
应使得置

换矩阵 〓
H 中的任何两行同一个位置同时为 1的个数

不超过 1。 

下面阐述所构建的 m 元网络乘积码可以实现

近似高斯分布。首先回顾下 Sidel’nikov理论[12]。 

定理 1 

 ( ) ( ) 20

C w F w

d

⊥
− ≤  (9) 

其中， ( )C w 和 ( )F w 分别表示参数为 ( , , )n k d 的码

字 C 的权重累积分布函数和标准高斯累积分布函

数， d

⊥为码字 C的对偶码的最小码重。 

通过定理 1可以得出m元网络乘积码具有近似

高斯权重分布。 
命题 1111  设m元网络乘积码

m

Θ 的子码全为汉明

码，设
i

r ( 0,1)i = 是参数为 2 1,2 1 ,3

i i

p p

i

p

 − − −
 

子

码的码率，且设 m(m＞1)为码字
m

Θ 的子码个数。如

果 lim 1

i

i

p

r

→∞
= 且 lim

i

p

m

→∞
= ∞，则 m元网络乘积码

m

Θ 的

权重分布随着
i

p → ∞而近似高斯。 

证明  参数为 2 1,2 1 ,3

i i

p p

i

p

 − − −
 

汉明码的

对偶码是参数为 2 1, ,2 1

i i

p p

i

p

 − −
 

的单工码。因此，

汉明码对偶码最小码重
i

d

⊥ ( )0,1i = 随着
i

p → ∞而

趋近于无穷。根据文献[14]中的引理 1，m元网络乘

积码
m

Θ 的对偶码最小码重 d

⊥ 取决于其子码对偶

码最小码重的最小值。因此，只要码字
m

Θ 的子码

对偶码最小码重
i

d

⊥趋近于无穷，即 lim 1

i

i

p

r

→∞
= ，则码

字
m

Θ 的最小码重 d

⊥也趋近于无穷。使用式(3)和式

(4)可得：码字
m

Θ 的子码个数为 

 
1 1 1

0 1

1

1

1

1

R r r

m

r

− − −

−

− + −
=

−
 (10) 

其中， 表示取整。由于 lim 1

i

i

p

r

→∞
= 和 m＞1，则

lim

i

p

m

→∞
= ∞。根据定理 1，命题 1显而易见。 

当 m=1时，码字
m

Θ 的码率 R和其对偶码码重

分别随着
i

p → ∞分别趋近于 1和无穷，表明一个码

长很长且码率很高的汉明码的权重分布也趋近于

高斯分布。 

使用类似的证明步骤，子码为汉明码的多元网

络乘积码可以推广到子码为单奇偶校验码、BCH

码、Alternate码和自偶码的多元网络乘积码，此类

构造的码字且符合命题 1前提条件的都具有近似高

斯权重分布。由于篇幅有限，详细的证明不再赘述。

值得注意的是后 2种子码因其最小对偶码重满足趋

近于无穷，对应的子码码率不为 1，因此其所构造

的多元网络乘积码的子码个数是有限的。 

从命题 1得知，具有近似高斯权重分布的多元

网络乘积码的子码码率趋近于 1，根据式(4)可得：
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该多元网络乘积码的全局码率也趋近于 1，即该码

字保持了如文献[15]提到的扩展单奇偶校验乘积码

的高编码效率特性。 

4  译码算法 

目的端接收到 2部分信息，一部分是来自于源
端的

',i d

y 信号，另一部分来自于中继的
,r d

y 信号。然

后目的端对接收到的信号
',i d

y 进行相位幅度补偿，

得到
', ', ',i d i d i d

r h y

∗= ，其中， ' 1,2, , 'i k= … ，对接收到

的信号
,r d

y 进行类似操作。接着进行软输入软输出

译码算法，设
1 '

, , , ,

j n

R r r r

 =
 

… … 为信号
',i d

y 和
,r d

y

中的一个码字。 

类似于 Chase II 译码算法[16]，对于每个取值为
1± 的传输信息比特

'j

x ，首先计算出其对数似然比为 

 
{ }

{ }
2

' ' '

in

'

2

' ' '

Pr 1| ,

ln

Pr 1| ,

j j j

j

j j j

x r h

r

x r h

 = =  
= − 

 

 (11) 

其中，
'j

h 为传输信息
'j

x 经历的信道系数。使用贝

叶斯法则，得到 

 
{ }

{ }
2

' ' '

in

' '

2

2

' ' '

Pr | 1,

2

ln

Pr | 1,

j j j

j j

j j j

r x h

r r

r x h

σ

 = = = 
= − 

 

 (12) 

其中，对于从用户端直达目的端的信号，噪声方差
2 2

ud

σ σ= ，而对于从中继端转发到目的端的信号，
2 2

rd

σ σ= ，并且下式成立。 

{ } ( )22

' '

2

' ' '

2

2

'

'

1

Pr | 1, exp

2π

2

j j

j j j

j

j

r h

r x h

h

h

σ σ

 ± 
= ± = − 

  
 

 (13) 

目的端通过计算获得码元的对数似然比后，将其

排列成一个乘积码矩阵。译码器使用类 Chase II 译码

算法进行迭代软输入软输出译码。设 in in

1

[ , ,R r= …  
in in

'

, , ]

j n

r r… 为经历衰落后的一个码字的对数似然

比，并且设
1 '

, , , ,

j n

D d d d

 =
 

… … 为 2

p个测试序列

中离接收序列最近的码字，其中，p 为一个码字不

可靠的码元数，可以根据码长设定。在高信噪比情
况下，码元

'j

d 的对数似然比为 

( ) ( )2 2

2 2

c

' ' ' ' '

out

' '

2

2

' 1

'

2

n

j j j j j j

j j

j

j

r c h r d h

r d

hσ=

− − −
≈
∑

 (14) 

其中， ( )c c c c

1 '

, , , ,

j n

C c c c= … … 为码字 D的竞争码字，

定义为在第 'j 比特位子上满足 c

' 'j j

c d= − ，且离接收

序列最近的码字。由于 ( )2c 2

' 'j j

c d= ， ' 1,2, ,j n= … ，

码元
'j

d 的对数似然比 out

'j

r 可以写为 

 
2

2

out c

' '

2

1

2

j j

r R C R D d

σ
 ≈ − − −
 

 

 (15) 

其中， ( )2

c c 2

' '

' 1

n

j j

j

R C r c

=

− = −
∑

和
2

2

' '

' 1

( )

n

j j

j

R D r d

=

− = −
∑

。

则译码器输出外部信息为 

 out in

' ' 'j j j

w r r= −  (16) 

由式(15)和式(16)可得：译码器的输出外部信息

可以表示为 

 
2

2

c in

' ' '

2

1

2

j j j

w R C R D d r

σ
 = − − − −
 

 

 (17) 

其中，
'j

w 的表达式是以竞争码字 c

C 存在为前提，

否则外部信息可表示为 
 

' 'j j

w dβ=  (18) 

其中， 

 in

' max

'

=min ,

j

j

r

Φ
β β

∈

 
 
 
∑

 (19) 

其中，Φ 为输入码字的 p个不可靠码元集合。具体
迭代算法为：外部信息初始为 0，即 ( )

'

0 0

j

w = 。然

后编码器输入按如下进行更新： ( ) ( )in in

' '

1

j j

r z r z= − +  

( ) ( )
'

1

j

z w zα − ，其中， ( )in

'

0

j

r 为信道输出的对数似

然比， ( )
'

1

j

w z − 是上一步骤译码器输出的外部信

息，参数α 的设置参见文献[16]，z的最大值为迭代
步骤次数(行或列)，

max

β 为可靠因子。 

假设译码器已知式(15)中的σ 值。为了减少参
数α 对乘积码译码的相关性，译码器输出的外部信
息需归一化，即对于从用户端直达目的端的信号和

从中继端转发到目的端的信号，式(15)分别相应地

乘以 2

rd

/ 2σ 和 2

sd

/ 2σ 。 

5  仿真结果与分析 

本节对多元网络乘积码(MNPC)协作方法的性

能进行蒙特卡洛仿真，并且与第 3节描述的传统网

络乘积码(CNPC)

[6,9]和网络编码 

(NC)

 [2]进行比较。

中继端采用解码前传方式，调制方式为 BPSK，源

端发送的未编码的信息分组大小为 572bit，发送功

率均为 1。所有信道服从参数为 CN（0,1）的平坦
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瑞利分布，其中，CN 表示循环对称复高斯随机变

量。为了保证对比的公平性，相比较的 MNPC 和

CNPC 2 种协作方案都采用上节所提出的改进后的
Chase II 译码算法，其中，参数

max

β 和迭代步骤次

数(行或列)都设置为 8，NC协作方案采用消息传递

译码算法。源端采用的码字均为参数为(7,4,3)的汉

明码，并且中继对译码后的源信息比特进行同样的

交织后再编码，然后再转发产生的校验比特。下列

仿真结果给出了 CNPC、NC和MNPC 3种协作方案

的误比特率(BER)随着用户到目的端直达链路信噪

比 2

ud ud

1/SNR σ= 的变化情况，图 4和图 5中
rd

SNR =  

2

rd

1/σ 为中继端到目的端链路信噪比。 

表 1列出了MNPC和 CNPC码字的一些重要

参数，为了公平性，它们的全局码率(0.4 或 0.47)

保持近似相等。由于源端采用同样参数(7,4,3)的

汉明码，则在 2 种对比方案中中继转发的校验比

特数是一样的。表 1 同时也列出了一种 NC 码字

的参数，源端也采用参数为(7,4,3)的汉明码，中

继端先对接收到的信息比特进行异或(XOR)，然

后转发，它的全局码率(0.38)是最小的，即中继转

发的比特数目较前 2种方案多。 

如图 4 所示，在相同的全局码率下(0.40 或

0.47)，MNPC的误码率性能除了在低信噪比情况

下均优于 CNPC。当全局码率为 0.40时，MNPC-I

在信噪比大于 2.5 dB的情况下，误码率性能好于

CNPC-I，而 MNPC-II在信噪比大于 2.1 dB的情

况下是最优的。这是由于中继上采用高码率编码

通常需要高信噪比才能保证额外的性能增益。

通过观察 MNPC-I 和 MNPC-II 的误码率曲线，

图 4 同时也表明随着子码个数 m 和中继采用的

子码码率的增加，MNPC 所构造的码字的权重

逐渐趋近于高斯分布，其误码率性能也得到显

著增加，即验证了上文的理论分析。对比全局码

率最小的 NC协作方案，MNPC在误码率性能上

仍然优于 NC。 

在实际场景中，中继信道一般好于源端到目的

端的信道。为了比较 MNPC 和 CNPC 能否更有效

地利用中继信道，在这引入一个信噪比差变量G =  

rd ud

SNR SNR− 。如图 5所示，当G=10 dB时，对比

图 4，MNPC-I 和 CNPC-I 的误码率性能曲线交叉点

向左移，交叉点对应的信噪比从 2.5 dB变成 0.5 dB，

表明MNPC能更加有效地利用中继信道。为了更进

一步观察，表 2统计了 MNPC-I和 CNPC-I的误码

率性能曲线交叉点随着信噪比差 G的变化情况。随

着 G的增加，交叉点对应的信噪比逐渐减小，即交

叉点向左移。因此，相比 CNPC协作方案，MNPC

是一种能更有效利用中继信道来获得误码率性能

提升的协作编码方法。若整个系统提供足够多的独

立路径，从误码率曲线斜率可以看出，MNPC是一

种分集增益加强技术。 

 

图 4  MNPC、CNPC和 NC的误码率性能比较 

 

图 5  中继信道增益对误码率的影响：MNPC和 CNPC 

表 1 MNPC 码字和 CNPC 码字的参数 

参数 CNPC-I MNPC-I MNPC-II CNPC-II MNPC-III NC 

子码个数 2 3 5 2 3 / 

中继端采用的汉明码 (7,4,3) (15,11,3) (31,26,3) (15,11,3) (31,26,3) 异或(XOR) 

信息比特/全局码长 16/40 44/109 104/262 44/93 104/222 8/21 

全局码率 0.40 0.40 0.40 0.47 0.47 0.38 
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表 2  MNPC 和 CNPC 误码率曲线交叉点对应的信噪比 

信道增益参数 G/dB 

MNPC-I和 CNPC-I

误码率曲线交叉点的
横坐标/dB 

MNPC-II和 CNPC-I

误码率曲线交叉点的
横坐标/dB 

−10 6.6 6 

−5 4.3 3.3 

0 2.5 2.1 

5 1.2 1.3 

10 0.5 1.1 

20 −0.1 0.9 

 

6  结束语 

本文基于协作中继场景下提出了一种多元网

络乘积码，以代数形式描述该码字在空间上的构

造方法，并且对 Chase II 译码算法进行了改进，

使之能适用于衰落信道环境中的分布式编码。理

论分析结果表明了所构造的多元网络乘积码的权

重分布趋近于高斯分布，仿真结果也验证了该方

法能显著地提高误码率性能。 
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